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一、 中文摘要
本研究計劃中, 我們建立了下列的定理:
若 g : [a, b] → R 為非負且連續的函數: h : [a, b] → R 為可微分且 h′(t) = g(t),
∀t ∈ [a, b], 設 f : [a, b]→ R 為有界變分函數則∣∣∣∣∣
∫ b
a
f(t)g(t)dt− [(x− h(a))f(a) + (h(b)− x)f(b)]
∣∣∣∣∣
≤
[
1
2
∫ b
a
g(t)dt+
(
x− h(a) + h(b)
2
)]
b∨
a
(f)
∀x ∈ [h(a), h(b)], 其中 ∨ba(f) 為 f 在 [a, b] 的全變分, 而且 12 為最佳常數。
於上述的定理中取 g(t) = 1, h(t) = t ∀t ∈ [a, b], 則可導出 Cerone-Dragomir-pearcel [1]
的結果。 另外我們利用所建立的定理於 r-力矩的問題上, 同時也應用到期望值及 Beta 函數
上。
關鍵詞: 加權梯形不等式, 有界變分, r-力矩, 期望值, Beta 函數。
Abstract.
We have established in this project the following theorem:
If g : [a, b]→ R is nonnegative and continuous and h : [a, b]→ R is differentiable such
that h′(t) = g(t) on [a, b], if f : [a, b]→ R is of bounded variation, then∣∣∣∣∣
∫ b
a
f(t)g(t)dt− [(x− h(a))f(a) + (h(b)− x)f(b)]
∣∣∣∣∣
≤
[
1
2
∫ b
a
g(t)dt+
(
x− h(a) + h(b)
2
)]
b∨
a
(f)
∀x ∈ [h(a), h(b)], where ∨ba(f) denotes the total variation of f on [a, b] and the constant
1
2
is the best possible, we have applied this theorem to some problems on r-moment, the
expectation of a continuous random variable and the Beta function.
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二、 計劃緣由與目的
若 f 在 (a, b) 中之二階導數存在, 且為有界, 則∣∣∣∣∣
∫ b
a
f(x)dx− b− a
2
[f(a) + f(b)]
∣∣∣∣∣ ≤ (b− a)312 ‖f ′′‖∞,
此處 ‖f ′′‖∞ = supx∈(a,b) |f ′′(x)|, 此不等式稱為梯形不等式, 可以用來估計定積分的近似值
的誤差。 最近 Cerone, Dragomir 及 Pearce 等人建立了下的不等式: 若 f 在 [a, b] 中為有界
變分函數, 則對所有 x ∈ [a, b], 下列的不等式成立∣∣∣∣∣
∫ b
a
f(x)dx− [(x− a)f(a) + (b− x)f(b)]
∣∣∣∣∣
≤
[
1
2
(b− a) +
∣∣∣∣∣x− a+ b2
∣∣∣∣∣
]
b∨
a
(f)
其中 1
2
為最佳常數。
本研究的目的在推廣上述的不等式。
三、 研究成果
我們建立了下列的定理:
若 g : [a, b]→ R 為非負且連續的函數, h : [a, b]→ r 為可微分且 h′(t) = g(t) ∀t ∈ [a, b],
設 f : [a, b]→ R 為有界變分函數, 則對所有 x ∈ [a, b]∣∣∣∣∣
∫ b
a
f(t)g(t)dt− [(x− h(a))f(a) + (h(b)− x)f(b)]
∣∣∣∣∣
≤
[
1
2
∫ b
a
g(t)dt+
(
x− h(a) + h(b)
2
)]
b∨
a
(f)
其中 1
2
為最佳常數。
於上述定理中, 取 g(t) = 1, h(t) = t, ∀t ∈ [a, b], 則得 Cerone, Dragomir 及 Pearce 等
人所做的結果。 此定理尚可應用於 r-力矩, 期望值及 Beta 函數的問題。
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